3. FLUJO ELECTRICO
PROBLEMA 18. Determinar el flujo que atraviesa una superficie cilindrica de radio R vy

largo L, si el campo eléctrico es uniforme y su direccion es perpendicular al eje del cilindro.

SOLUCION

E
—

_

VISTA SUPERIOR

La vista superior es representativa de lo que sucede en el manto de la superficie cilindrica.

Las bases del cilindro son areas planas representadas por un vector que es perpendicular

P . . . . \ — n “ .
al campo eléctrico y, en consecuencia, no contribuye a la integral @E « dA; es decir, el flujo a

través de las bases es cero.

Para el manto :
2p

f = OME-dA =0 E.RdgLcosqg
0

2p

f :ERLc‘)cosq dg =ERL(sen2p - sen0)=0 .
0

Luego, f através del manto es 0; en consecuencia el flujo total a través de la superficie
cilindrica es cero.

Otra manera de hacer lo anterior, es aplicando la ley de Gauss :

= A —f — Yneta
QE-dA—f = eot ,

y puesto que no hay carga en el interior de la superficie, entonces :

f =0.

total
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PROBLEMA 19. Calcular el flujo eléctrico f . que atraviesa la superficie de un hemisferio de

radio R, en un campo eléctrico E uniforme y paralelo al eje del hemisferio.

SOLUCION

El hemisferio es una superficie abierta (SH) ; con el objeto de tener una superficie cerra-

da se agrega la superficie plana S, .

La superficie cerrada no encierra carga; luego :

por lo tanto :

N = "__ \ _ \ - - 2
QE-dA— CS)EdA Eng EA EpR-.
p p p

Entonces, el flujo a través del hemisferio es :

fu=CF-dA=EpR®.

H
SH

Nota: obtenga el resultado anterior integrando directamente sobre la superficie del hemisferio.
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PROBLEMA 20. Determinar el flujo eléctrico que atraviesa un hemisferio de radio R si el gje

de simetria del hemisferio forma un angulo a con la direcciéon de un campo eléctrico uniforme.

SOLUCION

Usando las ideas del problema anterior, y puesto que la superficie cerrada no encierra
carga:

c‘ﬁ-dA:-c‘ﬁ-dA

Sy S,

Aungue la integral sobre S, puede ser dificil de calcular, su resultado se obtiene facilmente

usando la igualdad anterior cuyo segundo miembro es de fécil solucién. En efecto :

N~

[$]

«dA= & dAcos(p- a)=- Ecosa C‘yIA =- Ecosa-pR?,
Sp Sp

luego :

f, =EpR*cosa
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PROBLEMA 21. Determinar el flujo del campo eléctrico a través de las caras de un cubo de

arista a , sise coloca una carga Q en las posiciones que se indica en la figura.

2
Q @
2
(a) (b) (c) (d)
SOLUCION
Caso (a): De acuerdo a la ley de Gauss, el flujo a través de una N
superficie cerrada, cualquiera que sea su forma, es igual a 2—”, \\\\\
0 LN
donde q, es la carga neta encerrada por la superficie. \ >
En este caso : f. o= g.

Caso (b): En este caso Q es una carga puntual ubicada justo en el

vértice del cubo. Considerando una superficie gaussiana esférica con
centro en la carga, podemos apreciar que el cubo contiene a un oc- (.| i/

tante de la esfera.

Q

El flujo a través de la superficie esférica es f, = e—; por lo tanto el
0

flujo a través del octante de esfera, que es igual al flujo a través de las caras del cubo, es :

Observe gue este es un caso de mucha simetria. El flujo a través de las caras del cubo que
convergen en el vértice en que se encuentra la carga es cero, y el flujo a través del octante se
reparte en las 3 caras restantes en partes iguales, es decir, el flujo a través de cada una de las

caras restantes es :

lo'I: :10Q
3 724 e




3. Flujo Eléctrico 37

Caso (c): En este caso la carga Q esta ubicada en el punto medio

de una arista. Considerando nuevamente una superficie gaussiana g

esférica con centro en la carga Q , advertimos que el cubo contiene la

cuarta parte de la superficie esférica, por lo tanto el flujo a través del

cubo corresponde a 1/4 del flujo total, es decir :

f =1.Q

¢ 4 g

En este caso no existe simetria asi que no es facil determinar el flujo a través de cada cara.
Solo podemos asegurar que el flujo a través de las caras que tienen como arista comdn aquella

gue contiene la carga es cero.

Caso (d): En este caso la carga Q esta ubicada en el punto de inter- Q

seccioén de las diagonales de una cara. Haciendo las mismas conside-

raciones que en los casos anteriores, nos damos cuenta que el cubo
contiene la mitad de una superficie gaussiana esférica, por lo tanto el

flujo a través del cubo corresponde a la mitad del flujo a través de la

superficie esférica, es decir :

Q

€

1
fd:E.

Observamos también aqui, que el flujo a través de la cara en que se encuentra la carga es ce-
ro. Tampoco existe en este caso, condiciones de simetria que permitan calcular facilmente el

flujo a través de cada una de las caras restantes del cubo.

PROBLEMA 22. La intensidad de un campo eléctrico esta dada por E =ei,donde e es
una constante.
(@) Calcular la carga neta encerrada por un cubo de arista a , ubicado co-

mo se muestra en la figura.

(b) Repetir el problema para E = b Xi,si b es una constante y X esuna

de las coordenadas.
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SOLUCION

(@) Puestoque E ~ dA en las caras 1, 3,

5y 6, el flujo sobre cada una de ellas es nu-

lo. Entonces;
fE = bé.d,& + c\)é'd/&
cara2 cara4d
e-A -e.A
fc=e<sA-e-A=0,
f.=0 b Opeta = 0.
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A y
CARAS
/-7 (SUPERIOR)
I
' 4 CARA 3
; (POSTERIOR)
CARA4 K T >
(IZQUIERDA) e X
] N/ caraz
v (DERECHA)
/ CARA 1 K
(ANTERIOR)
z CARA 6
(INFERIOR)

siendo A el &rea de cada cara del cubo.

(b) La situacién es similar al caso anterior. Puesto que E ~ dA enlascaras 1, 3,5 y6; en

cada una de ellas :

Ademas, enla cara 4 : (‘) E.dA=0

Entonces,

, yaque E =0 para x =0.

fe= QE-dA=(FdA=E (JJA=Ea’ =ba.a’=ba’,

cara 2

siendo a el lado del cubo.

— 3
qneta - e0 ba.
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PROBLEMA 23. Una esfera de radio R y carga Q tiene densidad cubica de carga r = Ar?,

siendo r la distancia desde un punto de la esfera hasta el centro y A una constante. Determi-
nar la intensidad del campo eléctrico en un punto interior de la esfera.

SOLUCION

_.. _':qnea
@SE ds eot ,

siendo S una superficie gaussiana esférica de radio r <R y q,., la carga encerrada por

esa superficie.

e0
4pA r®
E 4pr? = —
r p eo 5

Notar que evaluando el lado derecho de la ecuacién anterior, en r =R , se obtiene la carga Q

de la esfera dividida por &,. Entonces ;

E,:Qrs, para r <R.
0

_4pAR®

Q —5

Finalmente, expresando E, en términos de Q , se obtiene :

£ = Q
dp e, R

3

«r°, parar <R.
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PROBLEMA 24. Calcular el campo eléctrico producido por una

I, -
placa infinita de espesor 2a, con densidad uniforme +r . * +I' ¥
+ - t R
L O
=l
1-P+ I-+ =+
= 4 g +
o+ 11- b
+ {1‘ =
Ll LT S
L I+ ¥
b 7 O e

3

Ty ill'li
SOLUCION

Observe la simetria del problema con respecto al plano que pasa por el centro de la pla-
ca. Se puede deducir, en primer lugar, que el campo eléctrico debera ser perpendicular al plano

de simetria (ya que la placa es infinita) y, ademas, alejandose de dicho plano (puesto que la
carga es positiva).

También, la magnitud del campo eléctrico debera ser la misma pa- -
ra todos los puntos equidistantes del plano de simetria.

¥in
En consecuencia, podemos aplicar la ley de Gauss a alguna super- :: ot
ficie cerrada conveniente; por ejemplo, wn cilindro recto cuyo eje sea E )
perpendicular al plano de simetria y cuyas bases equidisten de tal plano. : /
Al
plamd de simelui
€ fa8 %
45 43
g .'r — = gpt anl il
i dine E

Entonces, el flujo del campo eléctrico, a través del cilindro, es :

Fo= QE-dS= E-dS + QE-dS + QF-dS
cilindro manto tapa tapa
cilindrico izquierda derecha

El flujo a través del manto cilindrico es cero, porque E es perpendicular a dS . Por otra

parte, en las tapas, E es paralelo a ds , por tanto :

Fc = QEdScos0’ + ()EdS cos0’

tizq. tder.
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Ambos flujos son positivos pues el vector E sale por las dos tapas. Como || E || es cons-

tante para todos los puntos de cada tapa :

F. =E.S+ES=2E.S,
donde S es el area de cada tapay E es la magnitud del campo eléctrico en cualquier punto
de cada tapa.

Por otra parte, usando la ley de Gauss, el flujo del campo eléctrico a través de una super-
ficie cerrada debe ser igual a la carga encerrada en dicha superficie. La carga encerrada por
nuestro cilindro dependera de su tamafio, y de si sus tapas caen dentro o fuera de la placa. En

consecuencia, debemos distinguir dos casos:

(a) cilindro dentro de la placa X , "

- L
Oepe. =T ¢V, , :
enc Cc ?%ilr:'_l."l__.-r
Il'r
donde V, es el volumen del cilindro i
lex dexs

Oepe. =T *S ¢ 2X

(b) cilindro sobresale de la placa

~ Y777
G =1 7
i ANy
I
donde V, es el volumen del cilindro que cae en el interior de ' s =
]
e—2q T—'

la placa, pues sélo en esa regién hay carga. ' |

Oepe. =T S e 2a.

Igualando el flujo a la carga encerrada, en cada caso obtendremos la magnitud del campo eléc-
trico en puntos dentro y fuera de la placa.

(@) campo eléctrico dentro de la placa :
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(b) campo eléctrico fuera de la placa:

E :qenc
E eo
2E.S=-1r5.2a
eO

ra
E =— =constante
eO

En el grafico adjunto se representa la magnitud
del campo eléctrico en funcién de la distancia al plano
de simetria. Observe que fuera de la placa el campo
eléctrico es idéntico al de un plano infinito con densidad
superficial 2ar .

Podemos escribir una expresion vectorial para E,
utilizando un sistema de referencia con el origen en el
plano de simetria, y el eje x perpendicular a tal plano.
En tal sistema :

E=E «i
itreafe, ; x3+a
con EX=¥(r/e0)x - -af x£+a

3

ra

Xy

Q —lemmmmmmmmeo

><‘y
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PROBLEMA 25. Calcular el campo eléctrico producido por una

placa infinita de espesor 2a con densidad uniforme de carga i i :
+r , adosada a un plano infinito con densidad superficial G * o
P B L]
. G e PO
(-s ) uniforme. 15 55
-'-__1" J-efz"l__J__r
“le-2a
SOLUCION
— \’ljh
El campo que se desea calcular es igual a la superposi-
cion de los campos producidos por una placa y un plano res- o oy
. . ey =
pectivamente. Supondremos conocidos los resultados para el

campo de una placa y de un plano (ver PROBLEMA 24), para

concentrarnos en la superposicion.

Usaremos un sistema de referencia con origen en el plano (- S ) y con el eje x perpendi-

cular al plano. El vector campo eléctrico para cada distribucion aislada, puede escribirse, en

este sistema, como :

Eplano = E<p|ano | '

}_- S_ - x30 4 Eﬁjpl&nﬂ
1l 2e ' +OA268
donde Esplano = % ’ hee
'+35 . x£0 —s
} 2e, 9 20 X
-of2)

Eplaca = E(,placa o 1,

:. +£ ’ X 3 2a
S

donde E,praca = 1.'r—(x -a) ; 0E£x£2a afe.]
i €,
!
| - ﬂ : X £0 —)
T €

Entonces, el campo resultante, producido por ambas distri-

buciones:

E = Eplano + Eplaca = ( Explano + Explaca) ° ?
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E=E,i
.:._S_+£ : X 3 2a ‘EI
i 26, g,
con E :.¥-S—+r—(x-a) , O£ x£2a -4 (Z-ap)
x i 26, e, J—T“' - ;1:-.?‘*‘th X

i —elg o ---
¥+%- Z—r ; XEO0

0 0

LG

Repita el problemacon r y s deigual signo. Discuta todas las alternativas.

PROBLEMA 26. La configuracion mostrada en la figura consta
de dos esferas. La esfera maciza es conductora, tiene radio R

y una carga en exceso (,. La esfera hueca tiene radio interior

2R, radio exterior 3R, también es conductora y tiene una

carga en exceso (,. Determinar como se distribuye q, entre

las superficies interna y externa de la esfera hueca.

SOLUCION
Tratdndose de conductores, las cargas deben estar en las superficies, luego toda la

carga (|, debe estar en la superficie de la esfera maciza, con una densidad superficial de valor
d./pPR.

Puesto que E =0 en el interior de un conductor, entonces el flujo eléctrico a través de
una superficie gaussiana que sea esférica de radio r, con 2R <r <3R, debe valer cero. Si

r es solo ligeramente mayor que 2R, la superficie gaussiana servira para determinar la carga
en la superficie interna de la esfera hueca, de la siguiente manera :

f = @\E-dA=0 |,
0

ya que E =0 en todos los puntos de la superficie gaussiana S de radio r es un poco mayor

que 2R.
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Puesto que :

f - qneta
eO

entonces (., =0, pero Q,.. = +0 , donde g; es la carga en la superficie interior de
la esfera hueca; en consecuencia ¢, = - q,.

Si g, es lacarga en la superficie externa de la esfera hueca, entonces por conservacion

de la carga y considerando el resultado anterior debe cumplirse que :
0, =g *Q. =- 0, 0,
luego :

qe:qa+qb'

PROBLEMA 27. Una esfera aisladora sélida tiene una densidad de carga (por unidad de volu-
men) constante r .
(@) Determinar el campo eléctrico en un punto interior de la esfera.

(b) Sila esfera tiene una cavidad esférica excéntrica, encontrar el campo eléctri-

co en un punto cualquiera de la cavidad.

SOLUCION

(@)

Tomando una superficie gaussiana de radio r, segun la figura, y aplicando la ley de Gauss,

basandonos en la simetria esférica de la situacion, se tendra :

N\ = A qneta
E.dA =722,
QE A=
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donde E es el campo eléctrico en los puntos de la superficie S y q,.,, es la carga neta ence-

rrada por dicha superficie. Evidentemente (por simetria) E es radial y tendra la misma magni-
tud en todos los puntos de S .

Entonces :

S \
r A%
E-a0 7 = — - 25
0

Luego, E :% , Y puesto que E es radial ; entonces :
0

E=1 con reRrR.
3e,

(b) Usando superposicion puede hacerse la siguiente equivalencia para la esfera con
su cavidad:

e

N /7 N A
t o” \ \‘:{:r/i — \ \:g/ + I'\:...F/
\ :

Si N es un punto cualquiera en la cavidad, entonces el campo eléctrico en N, de acuer-
do a la superposicion anterior es :

My
1
M
+
my
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De acuerdo a la parte (a) las expresiones de ér y E_r son :

- rr

EoTr r(F'??l):ré
3e, 3e, 3e,

Notese que en el interior de la cavidad E es uniforme, independientemente del radio de la ca-

vidad. Dibuje las lineas de fuerza en el interior de la cavidad.

PROBLEMA 28. Dos cilindros coaxiales largos, tienen P ;

cargas de igual magnitud y diferente signo. Ambos son b ﬁ

conductores y poseen densidades lineales de carga +| “

y -1 ,segun se muestra en la figura.

Calcular, usando la ley de Gauss, la intensidad del campo eléctrico en las regiones carac-

terizadasporr <a; a<r<b y r >Db, siendo r ladistancia al eje.

SOLUCION

Se considerara que los cilindros son muy largos (infinitos) para evitar los efectos en los
extremos. La situacion tiene simetria en torno al eje de los cilindros, argumento que se usara al

aplicar la ley de Gauss.
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qneta

0

(@ Si r<a;laleyde Gauss: @ dA = aplicada usando una superficie de radio
S

menor que a, permite concluir que :

QE-dA=0 ,

S
yaque q,.,, encerrada por la superficie S es cero. Lo anterior es valido tanto si el cilindro in-
terior es hueco, como si él es conductor, ya que en este Ultimo caso toda la carga estara en su

superficie (r =a).

La simetria de la situacién permite afirmar que E es radial y de igual magnitud en todos
los puntos que estén a una misma distancia del eje de simetria (eje de los cilindros); por lo tan-

to:

@ «dA = E JdA + c‘)é-dA:o+ C‘)E-dA:E c‘)dA
S tapas manto manto manto

=E+2pr.L
donde C\)E-d,& =0 yaque E y dA son perpendiculares

tapas

y é E.dA=E «2prL, siendo E lamagnitud del campo eléctrico en los

manto

puntos del manto de la superficie gaussiana cilindrica de radio r (r < a) ylargo L.

En consecuencia tenemos :

E.dA=0 (al aplicar la ley de Gauss)

%) c:j»

@é dA=E «2prL (al hacer el calculo directamente)

n

De modo que debe cumplirse:
E«2prL=0,
lo que implica finalmente :

E=0 sir<a.
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(b) Si a<r<b, entonces aplicando la ley de Gauss y las consideraciones de si-
metria, tenemos :

@ A qneta

eO
manto
Y - qneta
0 +E 9] dA = o,
manto
E2prL = - It
eO
- | - -l f
= E = .
per © per

Evidentemente, en todo lo anterior se us6 nuevamente una superficie gaussiana cilindrica, lla-

mada ahora S' yderadior con a<r<b.

(c) Si r >Db, no habra carga neta encerrada en una superficie gaussiana cilindrica de radio

r,con r > b, ya que las densidades lineales de carga en los cilindros son de igual valor abso-

luto y distinto signo.

Repitiendo el razonamiento empleado para r <a, se llegara finalmente a la conclusion

que E =0 parar >b.

En resumen:
: 0 . r<a
Ez?- L f ; aEreEb
i 2pe,r
% 0 . r>b
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Gréficamente, usando: E = E«f .

£
a b r
p 8
285 b
e ~g
pr
2FLa

Notese que E tiene discontinuidadesen r =a y r =b.




